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Аннотация: Данное методическое пособие рекомендуется использовать не только для 
подготовки обучающихся 11 классов к итоговой аттестации, но и на уроках математики, 
начиная с 8 класса, при изучении любых видов неравенств, в том числе иррациональных, а так 
же содержащих модули и параметры. 
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Метод замены множителей при решении неравенств 
Теорема 1: неравенство f(x)>g(x) при f(x)>0 и g(x)≥0  равносильно неравенству f²(x)>g²(x), т.е. 
неравенство  f(x) - g(x) >0 равносильно неравенству  f²(x) - g²(x) > 0. 
Доказательство 
1. Необходимость: f(x) - g(x) >0   ⇒    f²(x) - g²(x) > 0. 
 f²(x) - g²(x) = (f(x) - g(x))(f(x) + g(x)). Так как f(x)>0 и g(x)≥0 , то f(x) + g(x)>0;   f(x) - g(x)>0 по 
условию, поэтому их произведение >0 ,т.е. f²(x) - g²(x) > 0. 
2. Достаточность: f²(x) - g²(x) > 0   ⇒    f(x) - g(x) >0.  
(f(x) - g(x))(f(x) + g(x))>0, разделим обе части на  f(x) + g(x)>0, получим равносильное   f(x) - 
g(x)>0.                                                                  Чтд.                 
На этом факте основан способ решения неравенств, который называют методом замены 
множителей. 
 
Неравенства, содержащие модуль.  
Так как │φ(x)│≥ 0 для любого х ∈ ℝ, то неравенство│f(x)│ - │g(x)│ >0 равносильно 
неравенству  f²(x) - g²(x) > 0, т.е. неравенству  
(f(x) - g(x))(f(x) + g(x))>0.  
 
Cправедлива замена: 

№ Выражение Замена 
1.  |f(x)| − |g(x)| > 0 (f(x) - g(x))(f(x) + g(x))>0. 

|f(x)| − g(x) > 0  (f(x) - g(x))(f(x) + g(x))>0, при 
                                              g(x)≥ 0.       

2.  |f(x)| − |g(x)|
|α(x)| − |β(x)| > 0 𝐟𝐟𝟐𝟐(𝐱𝐱)− 𝐠𝐠𝟐𝟐(𝐱𝐱)

α𝟐𝟐(𝐱𝐱)− β𝟐𝟐(𝐱𝐱)
> 0 



 
 

|f(x)| − g(x)
|α(x)| − β(x)

> 0 
𝐟𝐟𝟐𝟐(𝐱𝐱)−𝐠𝐠𝟐𝟐(𝐱𝐱)
α𝟐𝟐(𝐱𝐱)−β𝟐𝟐(𝐱𝐱)

> 0,при g(x)≥ 0,β(x) ≥ 0 

3.  (|f(x)| − |g(x)| ) ∙ (|∝ (x)| − |β(x)|) > 0 (f2(x) − g2(x)(α𝟐𝟐(𝐱𝐱) − β𝟐𝟐(𝐱𝐱)) > 0 

Упражнения: 
1) �|2x + 1| − 5� > 2.                               Ответ: x ∈ (−∞;−4) ∪ (−2; 1)  ∪ (3; +∞) 
 
2) |x2 − 2x| < x.                                      Ответ: x ∈ (1; 3)  
 
3) |x2 − 1| < x2 − |x| + 1.                        Ответ: x ∈ (−2;−0,5) ∪ (0,5; 2). 
 
4) ��𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱� − 𝟑𝟑� ≤ (𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟓𝟓).    Решение: Так как  𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟓𝟓 > 0     (∀𝐱𝐱 ∈ ℝ),        

То, произведя замену, получим ��𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱� − 𝟑𝟑�
𝟐𝟐
− (𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟓𝟓)𝟐𝟐 ≤ 𝟎𝟎, ��𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱� − 𝟑𝟑 −

𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱 − 𝟓𝟓���𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱� − 𝟑𝟑 + 𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟓𝟓� ≤ 𝟎𝟎,  
     ��𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱� − (𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟖𝟖���𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱� + 𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟐𝟐� ≤ 𝟎𝟎,   
и так как �𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱� + 𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟐𝟐 ≥ 𝟎𝟎      (∀𝐱𝐱), то   
полученное нер − во равносильно   ��𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱� − (𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟖𝟖� ≤ 𝟎𝟎, снова замену  (𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 −
𝐱𝐱)𝟐𝟐 − (𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟖𝟖)𝟐𝟐 ≤ 𝟎𝟎,   
(𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱 − 𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱 − 𝟖𝟖)(𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝐱𝐱 + 𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟖𝟖) ≤ 𝟎𝟎;  
    𝐱𝐱 + 𝟒𝟒 ≥ 𝟎𝟎                                              Ответ: 𝐱𝐱 ∈ [−𝟒𝟒; +∞).  
 
5) x2−|2x−3|

x2−|2−x| ≤ 1.                                    Ответ: x ∈ (−∞;−2) ∪ �5
3

; +∞) 
 
6) |𝟑𝟑𝟑𝟑−𝟐𝟐|−|𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟑𝟑|

�𝐱𝐱𝟐𝟐+𝐱𝐱−𝟖𝟖�−�𝐱𝐱𝟐𝟐−𝐱𝐱�
≤ 𝟎𝟎.                                

Решение:  (𝟑𝟑𝐱𝐱−𝟐𝟐)𝟐𝟐 − (𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟑𝟑)𝟐𝟐

�𝐱𝐱𝟐𝟐+𝐱𝐱−𝟖𝟖�𝟐𝟐−�𝐱𝐱𝟐𝟐−𝐱𝐱�𝟐𝟐
≤ 𝟎𝟎;          (𝟑𝟑𝟑𝟑−𝟐𝟐−𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟑𝟑)(𝟑𝟑𝟑𝟑−𝟐𝟐+𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟑𝟑)

�𝐱𝐱𝟐𝟐+𝐱𝐱−𝟖𝟖−𝐱𝐱𝟐𝟐+𝐱𝐱��𝐱𝐱𝟐𝟐+𝐱𝐱−𝟖𝟖+𝐱𝐱𝟐𝟐−𝐱𝐱�
≤ 𝟎𝟎;         (𝐱𝐱+𝟏𝟏)(𝐱𝐱−𝟏𝟏)

(𝐱𝐱−𝟒𝟒)(𝐱𝐱+𝟐𝟐)(𝐱𝐱−𝟐𝟐) ≤

𝟎𝟎;                           Ответ: 𝐱𝐱 ∈ (−∞;−𝟐𝟐) ∪ [−𝟏𝟏;𝟏𝟏]  ∪ (𝟐𝟐;𝟒𝟒) 
 
 
7) �2x2−11x+10�−x2

|6x2−11x+4|−1
≥ 0.  

                                                  Ответ: x ∈ �−∞; 1
3
� ∪ �5

6
; 1�  ∪ �1; 3

2
� ∪ �5

3
; 2� ∪ [10; +∞)  

 
8) 1

|x+1|−1
≥ 2

|x+1|−2
 .                          Ответ: x ∈ (−3;−2) ∪ {−1} ∪ (0; 1).  

 

9) ��x2+x�−3�−3

�|3x+4|−2�−1
≥ 0.      Ответ: x ∈ (−∞;−3] ∪ �−7

3
; −5
3
�  ∪ �−1; −1

3
� ∪ {0} ∪ [2; +∞) 

  
10) |𝐱𝐱−𝟓𝟓|−|𝐱𝐱+𝟒𝟒|

|𝐱𝐱−𝟐𝟐|−|𝐱𝐱+𝟏𝟏| < |𝐱𝐱−𝟐𝟐|+|𝐱𝐱+𝟏𝟏|
|𝐱𝐱+𝟒𝟒| .   Решение:   Умножим на |𝐱𝐱−𝟓𝟓|+|𝐱𝐱+𝟒𝟒|

|𝐱𝐱−𝟐𝟐|+|𝐱𝐱+𝟏𝟏|    так как это выражение 
положительно  (∀𝐱𝐱 ∈ ℝ),    то знак неравенства сохранится. 
(𝐱𝐱−𝟓𝟓)𝟐𝟐 – (𝐱𝐱+𝟒𝟒)𝟐𝟐

(𝐱𝐱−𝟐𝟐)𝟐𝟐−(𝐱𝐱+𝟏𝟏)𝟐𝟐 < |𝐱𝐱−𝟓𝟓|+|𝐱𝐱+𝟒𝟒|
|𝐱𝐱+𝟒𝟒| ;      (𝐱𝐱−𝟓𝟓+𝐱𝐱+𝟒𝟒)(𝐱𝐱−𝟓𝟓−𝐱𝐱−𝟒𝟒)

(𝐱𝐱−𝟐𝟐+𝐱𝐱+𝟏𝟏)(𝐱𝐱−𝟐𝟐−𝐱𝐱−𝟏𝟏) < |𝐱𝐱−𝟓𝟓|+|𝐱𝐱+𝟒𝟒|
|𝐱𝐱+𝟒𝟒| ; 

−𝟗𝟗(𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏)
−𝟑𝟑(𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏) < |𝐱𝐱−𝟓𝟓|+|𝐱𝐱+𝟒𝟒|

|𝐱𝐱+𝟒𝟒| ;       �3|x + 4| < |x − 5| + |x + 4|
2x − 1 ≠ 0,      x + 4 ≠ 0            

� 𝟐𝟐|𝐱𝐱 + 𝟒𝟒| < |𝐱𝐱 − 𝟓𝟓|
𝐱𝐱 ≠ 𝟎𝟎,𝟓𝟓 ,      𝐱𝐱 ≠ −𝟒𝟒             �𝐱𝐱

𝟐𝟐 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 + 𝟏𝟏𝟏𝟏 < 0
𝐱𝐱 ≠ 𝟎𝟎,𝟓𝟓 ,      𝐱𝐱 ≠ −𝟒𝟒 

                                                                                  Ответ: 𝐱𝐱 ∈ (−𝟏𝟏𝟏𝟏;−𝟒𝟒) ∪ (−𝟒𝟒;−𝟏𝟏). 



 
 

Иррациональные неравенства 
Рассмотрим неравенство 
 �f(x) > �g(x)  и пусть φ(x) = �f(x) , ω(x) = �g(x). 
Функции φ(x) и ω(x) неотрицательны при f(x) ≥ 0 и  g(x) ≥ 0,    
тогда согласно теореме I неравенство �f(x) −�g(x)  > 0 равносильно  
 неравенству  f(x) −  g(x) > 0.   
Таким образом,множитель �𝐟𝐟(𝐱𝐱) −�𝐠𝐠(𝐱𝐱) заменяем на  𝐟𝐟(𝐱𝐱) −  𝐠𝐠(𝐱𝐱).    
 
Полезна будет замена множителей 

 
Упражнения: 
1) √3 + x > |3 − x|.                                       Ответ: x ∈ (1; 6). 
 
2) 2x2

1−√1−x2
≤ 3.                                                  Ответ: x ∈ [−1; −√3

2
� ∪ �√3

2
; 1]. 

 
3) √x+1 – √1−x

3x2+5x−2
< 0.                                  Ответ: x ∈ �0; 1

3
�. 

 

4) √2x2+x+1 − √x2+x+1
√3x2+4x−23 − √4−x−3x23 ≥ 0.           Ответ: x ∈ �−∞;−3

2
� ∪ {0} ∪ �2

3
; +∞� 

 

5) �𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐+𝟓𝟓𝟓𝟓+𝟒𝟒 − �𝐱𝐱𝟐𝟐+𝟑𝟑𝟑𝟑+𝟑𝟑
�𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐+𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏+𝟓𝟓
𝟑𝟑

+ �𝟕𝟕𝟕𝟕+𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐
𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎.          Решение:  

Числитель и знаменатель дроби определены  ∀x ∈ ℝ,     
так как дискриминанты квадратных трехчленов в числителе отрицательны, а старшие 
коэффициенты положительны. Кубические же корни существуют при любом x ∈ ℝ.         
Представим знаменатель дроби в виде разности корней и сделаем замену: 
�𝟐𝟐𝐱𝐱𝟐𝟐+𝟓𝟓𝟓𝟓+𝟒𝟒 − �𝐱𝐱𝟐𝟐+𝟑𝟑𝟑𝟑+𝟑𝟑
�𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐+𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏+𝟓𝟓
𝟑𝟑

− �−𝟕𝟕𝟕𝟕−𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐
𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎,              �𝟐𝟐𝐱𝐱

𝟐𝟐+𝟓𝟓𝟓𝟓+𝟒𝟒�− �𝐱𝐱𝟐𝟐+𝟑𝟑𝟑𝟑+𝟑𝟑�
�𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐+𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏+𝟓𝟓�−�−𝟕𝟕𝟕𝟕−𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐�

≥ 𝟎𝟎,  

  𝐱𝐱𝟐𝟐+𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏
𝟔𝟔𝐱𝐱𝟐𝟐+𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏+𝟓𝟓

≥ 𝟎𝟎,             (𝐱𝐱+𝟏𝟏)𝟐𝟐

(𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟓𝟓)(𝟑𝟑𝟑𝟑+𝟏𝟏) ≥ 𝟎𝟎, 

 Ответ: 𝐱𝐱 ∈ �−∞;−𝟓𝟓
𝟐𝟐
� ∪ {−𝟏𝟏} ∪ �−𝟏𝟏

𝟑𝟑
; +∞�. 

 
 

6) �x−1+√3x−5 − �x−1+√2x−5 
�x−1−2√x−2 – �x+2−4√x−2 

< 0.           Ответ: x ∈ [2,5; 4,25) 

 

7) √x2−3 − √4x−6
|x2−x+1|−|x2−3x+4| ≥ 0.                             Ответ: x ∈ [3; +∞) 

 

№ Выражение Замена 
1.  �f(x) −�g(x) f(x) −  g(x),при f(x) ≥ 0 и  g(x) ≥ 0 

f(x) −�g(x) f2(x) −  g(x),при f(x) ≥ 0 и  g(x) ≥ 0 
2.  �f(x) −�g(x)

�α(x) −�β(x)
 

f(x) −  g(x)
α(x) − β(x) , при f(x) ≥ 0, g(x) ≥ 0, 

α(x) ≥ 0, β(x) ≥ 0, α(x) ≠  β(x) 
|f(x)| −�g(x)
|α(x)| − β(x)

 
f2(x)− g(x)
α2(x)−β2(x)      при f(x) ≥ 0, g(x) ≥ 0, 

α(x) ≥ 0,β(x) ≥ 0, |α(x)| ≠  β  



 
 

8) √x+5 – |x−1|
√x+10 – |x−2| ≥ 0.          ЛВВ                     Ответ: x ∈ [−5; 1) ∪ (−1; 4] ∪(6; +∞)               

 

9)  �|x−2|−4−x2��|x+4|−√x2−x−2�
(|x−1|−4)(|x+3|−|x−5|) > 0.       Ответ: x ∈ (−3;−2) ∪ [2; 5) 

 

10) |x| – √24−2x−x2

√x3−x2−6x+33 −x+1
≤ 0.                    Ответ: x ∈ [−4; 1

2
� ∪ [3; 4). 

 

11) �𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐−𝟓𝟓𝐱𝐱+𝟑𝟑 − �𝐱𝐱𝟐𝟐+𝐱𝐱+𝟏𝟏
�𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐−𝐱𝐱−𝟏𝟏�−�𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟐𝟐+𝟕𝟕𝟕𝟕+𝟏𝟏�

≥ 𝟎𝟎.  Найдите сумму  всех целых чисел, являющихся решением 

неравенства.             Решение: 

�𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐−𝟓𝟓𝐱𝐱+𝟑𝟑� − �𝐱𝐱𝟐𝟐+𝐱𝐱+𝟏𝟏�

�𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐−𝐱𝐱−𝟏𝟏�𝟐𝟐−�𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟐𝟐+𝟕𝟕𝟕𝟕+𝟏𝟏�𝟐𝟐
≥ 𝟎𝟎;             �

𝟑𝟑𝟑𝟑𝟐𝟐 − 𝟓𝟓𝐱𝐱 + 𝟑𝟑 ≥ 𝟎𝟎;
𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝐱𝐱 + 𝟏𝟏 ≥ 𝟎𝟎;
𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟔𝟔𝐱𝐱+𝟐𝟐

�𝟏𝟏𝟏𝟏𝐱𝐱𝟐𝟐+𝟔𝟔𝟔𝟔��−𝟏𝟏𝟏𝟏𝐱𝐱𝟐𝟐−𝟖𝟖𝟖𝟖−𝟐𝟐�
≥ 𝟎𝟎;

 

�
𝐱𝐱 ∈ ℝ,

�𝐱𝐱−𝟑𝟑−√𝟓𝟓𝟐𝟐 ��𝐱𝐱−𝟑𝟑+√𝟓𝟓𝟐𝟐 �

𝐱𝐱�𝐱𝐱+𝟑𝟑𝟕𝟕�
≤ 𝟎𝟎;

  ⇒        𝐱𝐱 ∈ �− 𝟑𝟑
𝟕𝟕

;𝟎𝟎� ∪ �𝟑𝟑−√𝟓𝟓
𝟐𝟐

; 𝟑𝟑+√𝟓𝟓
𝟐𝟐
�.    

В решение входят целые числа: 1и 2, сумма которых равна 3.      Ответ: 3 
 

12) 13−3x+ √x2−x−6
5−x

> 1.                       Ответ: x ∈ (−∞; 2] ∪ [3; 5) ∪ (7; +∞) 
 

13) 𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟑𝟑𝟑𝟑+ �𝐱𝐱𝟐𝟐−𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟐𝟐𝟐𝟐
𝐱𝐱−𝟏𝟏𝟏𝟏

< −1.           Решение:  

 √x
2−2x−24−(2x−16)

x−10
< 0.       ОДЗ:  x ∈ (−∞;−4] ∪ [6; 10) ∪ (10; +∞). 

При x ∈ (−∞;−4] ∪ [6; 8)  числитель дроби положителен, а знаменатель отрицателен, поэтому 
все  x ∈ (−∞;−4) ∪ [6; 8) явл-ся решением нер-ва.  
При x ∈ [8; 10) ∪ (10; +∞) нер- во перепишем так: 
√x2−2x−24−�(2x−16)2

x−10
< 0,               �x

2−2x−24�−�4x2−64x+256�
x−10

< 0;  
 
3x2−62x+280

x−10
> 0;                (x−14)(3x−20)

x−10
> 0;    С учетом ограничения   

 x ∈ [8; 10) ∪ (10; +∞) мн-во решений x ∈ [8; 10) ∪ (14; +∞). 
     Окончательно имеем:                            Ответ: 𝐱𝐱 ∈ (−∞;−𝟒𝟒] ∪ [𝟔𝟔;𝟏𝟏𝟏𝟏) ∪ (𝟏𝟏𝟏𝟏; +∞) 
 

№ Выражение Замена 
1.  af(x) − ag(x) (a − 1)�f(x) −  g(x)�, при a > 0 и a ≠ 1 

 
(u(x))f(x) − (u(x))g(x) (u(x) − 1)�f(x) −  g(x)�,при u(x) > 0 и u(x) ≠ 1 и  

                                          если  f(x) и  g(x) имеют смысл 
2.  af(x) − ag(x)

h(x)
 

(a−1)�f(x)− g(x)�
h(x) ,   при a > 0 и a ≠ 1 и 

                                      если  f(x) и  g(x) имеют смысл 
(u(x))f(x) − (u(x))g(x)

(v(x))h(x) − (v(x))φ(x) 
(u(x)−1)�f(x)− g(x)�

(v(x)−1)�h(x)− φ(x)�
,   при u(x) > 0 и v(x) > 0 и  

                         если  f(x) , g(x), h(x),φ(x)   имеют смысл 



 
 

Показательные неравенства 
Упражнения 
1) |x − 3|2x2−7x > |x − 3|0.               Ответ: x ∈ (−∞; 0) ∪ (2; 3) ∪ (3; 3,5) ∪ (4; +∞). 
 
2) (2x − 1)x ≥ (2x − 1)x2−2.                               Ответ: x ∈ [1; 2] . 
 
3) (4x2 + 2x + 1)x2−x > 1.                                   Ответ: x ∈ (−∞; 0,5) ∪ (1; +∞). 
 
4) (4x

5
+ 1)6−13x−15x2 ≥ 1.                                     Ответ: x ∈ �− 5

4
;−6

5
� ∪ �0; 1

3
�. 

 
5) (x2 + x + 1)x ≤ 1.                                              Ответ: x ∈ (−∞;−1] ∪ {0}. 
 

6) �𝟑𝟑𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝟐𝟐�√
𝟏𝟏+𝐱𝐱

> �𝟑𝟑𝐱𝐱𝟐𝟐 − 𝟐𝟐�
𝟏𝟏+√𝐱𝐱.                     Решение:    ОДЗ:   x ≥ 0, x ≠ �2

3
 .               

|3x2 − 2|√1+x − |3x2 − 2|1+√x > 0.  Выполним замену множителей: 
(|3x2 − 2| − 1) �√1 + x − �1 + √x�� > 0,    снова замену множителей: 

((3x2 − 2)2 − 12) ��√1 + x�
2
− �1 + √x�

2
� > 0,          

   
(3x2 − 2 − 1)(3x2 − 2 + 1)�1 + x − 1 − x − 2√x� > 0,         
 
−√x(x − 1)(x + 1) �x − √3

3
� �x + √3

3
� > 0,      т. к.    x > 0, то         

(x − 1) �x − √3
3
� > 0    ⇒  √3

3
< x < 1   и, учитывая ОДЗ, получаем 

 
Ответ:  𝐱𝐱 ∈ �√𝟑𝟑

𝟑𝟑
; √𝟔𝟔
𝟑𝟑
� ∪ �√𝟔𝟔

𝟑𝟑
;𝟏𝟏�. 

 
 
7) x2+x−2

(3x−1)�2x2−16�
≥ 0.                                 Ответ: x ∈ (0; 1] ∪ (2; +∞). 

 
8) 7

9x−2
≥ 2

3x−1
 .                                      Ответ: x ∈ [− log3 2 ; 0) ∪ �log3 2

2
; 1]. 

 

9)   
32x

2−3x+4−�13�
3x2−4x−2

2x−1
≤ 0.     ЛВВ      Ответ: x ∈ (−∞; 0) ∪ �2

5
; 1�. 

 

10) 4x
2+3x−2−(0,5)2x2+2x−1

5x−1
≤ 0.   ЛВВ     Ответ: x ∈ (−∞;−2,5) ∪ (0; 0,5]. 

Логарифмические неравенства 

3.  (u(x))f(x) − (v(x))g(x) (a − 1)�loga(u(x))f(x) −  log2(v(x))g(x)� 

№ Выражение Замена 
1.  loga f(x) − loga g(x) (a − 1)�f(x) −  g(x)�, при a > 0 и a ≠ 1 и 

                                               если  f(x) > 0 и  g(x) > 0  
logu(x) f(x) − logu(x) g(x) (u(x) − 1)�f(x) −  g(x)�, при u(x) > 0 и u(x) ≠ 1 и  

                                          если  f(x) > 0 и  g(x) > 0 



 
 

 
Упражнения 
1) logx2(2 + x) < logx2x2.            Ответ: x ∈ (−2;−1) ∪ (−1; 0) ∪ (0; 1) ∪ (2; +∞).  
 
2) logx+3(x2 − x) < 1.                                     Ответ:x ∈ (−3;−2) ∪ (−1; 0) ∪ (1; 3). 
 
3) logx+1(x2 − x + 1) > 1                                   Ответ:x ∈ (2; +∞). 
 
4) logx+1(20x + 3x2 − x3) ≥ 3.                          Ответ: x ∈ (1; 4]. 
 
5) logx √21 − 4x > 1.                                           Ответ:x ∈ (1; 3). 
 
6) logx

x+3
x−1

> 1.                                                      Ответ:x ∈ (1; 3). 
 
7) log|x−4|(2x2 − 9x + 4) > 1.                            Ответ: x ∈ (−∞; 0) ∪ (5; +∞). 
 
8) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥|𝐱𝐱+𝟐𝟐|(𝟒𝟒 − 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟕𝟕𝟕𝟕) ≤𝟐𝟐.                           Решение:  
    Запишем нер-во в виде 
log|x+2|(4 − 2x2 + 7x) − log|x+2|(x + 2)2 ≤0;          cделаем замену: 
(|x + 2| − 1)(4 − 2x2 + 7x − (x + 2)2) ≤ 0,при  

ОДЗ: �
x + 2 ≠ 0,

|x + 2| ≠ 1,
    4 − 2x2 + 7x > 0

     

Знак множителя     (|x + 2| − 1) совпадёт со знаком  
((x + 2)2 − 1),поэтому 
 

�
((x + 2)2 − 1)(3x− 3x2) ≤ 0;  

(x + 0,5)(x− 4) < 0;
x ≠ −3, x ≠ −2, x ≠ −1.

         �
x(x + 1)(x + 3)(x − 1) ≥ 0;  

(x + 0,5)(x − 4) < 0;
x ≠ −3, x ≠ −2, x ≠ −1.

 

 
Ответ: 𝐱𝐱 ∈ (−𝟎𝟎,𝟓𝟓;𝟎𝟎] ∪ [𝟏𝟏;𝟒𝟒). 
 
9) logx−2(x + 2) ∙ logx+3(3 − x) ≤ 0.                 Ответ: x ∈ (−2;−1) ∪ (1; 2). 
 
10) logx

3
(logx √3 − x) ≥0.                                Ответ: x ∈ �√13−1

2
; 2). 

 
11) log2(4x+3)

log3(3x+4)
≤ 0.                                               Ответ: x ∈ �− 3

4
;−1

2
�. 

 
12) log9 x+4

1+log9 x
≤ 4 logx 3.                                        Ответ: x ∈ � 1

81
; 1
9
� ∪ (1; 3]. 

2.  loga f(x)
logb g(x)

 
(𝐚𝐚−𝟏𝟏)(𝐟𝐟(𝐱𝐱)− 1)
(b−𝟏𝟏)(g(x)− 1),   при a > 0,и b > 0, b  и 
                                   если  f(x) > 0 и  g(x) > 0 

3.  loga f(x) ∙ logb g(x) (a − 1)(f(x) −  1)(b − 1)( g(x) − 1) 
при a > 0,и b > 0,   и если  f(x) > 0 и  g(x) > 0 

4.  (u(x))f(x) − (v(x))g(x) (a − 1)�loga(u(x))f(x) −  log2(v(x))g(x)� 
 



 
 

13) log5−4x−x2(5 − 9x − 2x2) ≤ log1−x(1− 2x). 
                                                           Ответ:x ∈ �−5;−2 − 2√2� ∪ [−4; 0) ∪ (0; 0,5). 
 

14) log0,5 1
2x+3+log2(−x)

log5(2x+3)+log0,2
−1
2x+1

≤ 0.                            Ответ: x ∈ (−1,5;−1). 

 
15) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥|𝟑𝟑𝐱𝐱−𝟑𝟑|(𝟐𝟐𝟐𝟐𝐱𝐱 − 𝟗𝟗𝐱𝐱) < 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥|𝟑𝟑𝟑𝟑−𝟑𝟑|(𝟓𝟓𝐱𝐱 + 𝟑𝟑𝐱𝐱) + 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥|𝟑𝟑𝟑𝟑−𝟑𝟑|(𝟓𝟓𝐱𝐱−𝟏𝟏 + 𝟑𝟑𝐱𝐱−𝟏𝟏) 

        ОДЗ: �|3x − 3| ≠ 0,
5x − 3x > 0

   ⇒ x ∈ (0; 1) ∪ (1; +∞).  Тогда сделаем замену: 

log|3x−3|(5x − 3x)(5x + 3x) << log|3x−3|(5x + 3x) + log|3x−3|(5x−1 + 3x−1) ⟺ 
(|3x − 3| − 1)(5x − 3x − 5x−1 − 3x−1) < 0; 
 
(|3x − 3| − 1) �4

5
∙ 5x − 4

3
∙ 3x� < 0; ещё заменим разность с модулем, тогда  (3x − 4)(3x −

2) ��5
3
�
x−1

− �5
3
�
0
� < 0;          �x − 4

3
� �x − 2

3
� (x − 1) < 0;                 

                                                                                       Ответ: 𝐱𝐱 ∈ (𝟎𝟎; 𝟐𝟐
𝟑𝟑
� ∪ (𝟏𝟏; 𝟒𝟒

𝟑𝟑
�. 

 
16) 𝟗𝟗

�𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐,𝟏𝟏(𝐱𝐱−𝟏𝟏𝟏𝟏)𝟐𝟐� 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟏𝟏,𝟗𝟗 𝐱𝐱
≥ (𝐱𝐱−𝟏𝟏)𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟑𝟑(𝐱𝐱−𝟏𝟏)

𝟗𝟗�𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐,𝟏𝟏(𝐱𝐱−𝟏𝟏𝟏𝟏)𝟐𝟐� 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟏𝟏,𝟗𝟗 𝐱𝐱
 . 

    Ответ: x ∈ �10
9

; 9) ∪ (10; 11). 
 
17) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐(𝟒𝟒𝟒𝟒+𝟑𝟑) ∙ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟓𝟓(𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟓𝟓)

(𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟑𝟑 𝟔𝟔𝟔𝟔) ∙ 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟒𝟒 𝐱𝐱
≥ 𝟎𝟎.                       Решение:      

    Представим каждый из логарифмов в виде разности двух логарифмов и сделаем 4 раза 
замену: 
 
(log2(4x+3)−log2 1 )∙ (log5(2x+5)−log5 1)

(log3 6x−log3 1) ∙ (log4 x−log4 1)
≥ 0.  

 

�
(4x+3−1)(2x+5−1)

(6x−1)(x−1) ≥ 0
x > 0;

;       �
(4x+2)(2x+4)
(6x−1)(x−1) ≥ 0

x > 0;
;     �

(2x+1)(x+2)
(6x−1)(x−1) ≥ 0

x > 0;
;       

                                                                         Ответ: 𝐱𝐱 ∈ �𝟎𝟎; 𝟏𝟏
𝟔𝟔
� ∪ (𝟏𝟏; +∞). 

18)  
 𝟏𝟏−𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟏𝟏

𝟑𝟑
 (𝐱𝐱+𝟏𝟏)−𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥√𝟑𝟑 √𝟏𝟏𝟏𝟏−𝐱𝐱

�𝐱𝐱𝟐𝟐+𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏𝟏𝟏�−�𝟑𝟑𝐱𝐱𝟐𝟐−𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟒𝟒𝟒𝟒�
≥ 𝟎𝟎.           Решение:      Упростим левую часть: 

    1+log3 (x+1)−log3(13−x)
|x−3|∙|x+5|−|x−3|∙|3x−15| ≥ 0;          log3 (3x+3)−log3(13−x)

|x−3|∙(|x+5|−|3x−15|)
≥ 0; 

Сделаем замену: 
 (3x+3)−(13−x)
|x−3|(x+5+3x−15)(x+5−3x+15)

≥ 0, при x + 1 > 0, 13 − x > 0; 
 

4x−10
|x−3|(4x−10)(20−2x)

≥ 0,     при − 1 < x < 13; 
при − 1 <  x < 13,    x ≠ 2,5,   x ≠ 3 имеем  

При  -1< x <13,    x ≠ 2,5,   x ≠ 3 имеем   1
x−10

≤ 0;   
  
   Ответ: 𝐱𝐱 ∈ (−𝟏𝟏;𝟐𝟐,𝟓𝟓) ∪ (𝟐𝟐,𝟓𝟓;𝟑𝟑) ∪ (𝟑𝟑;𝟏𝟏𝟏𝟏). 
 
19) 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟏𝟏𝟏𝟏−𝐱𝐱𝟐𝟐(𝟓𝟓𝟓𝟓 − 𝐱𝐱𝟐𝟐 + 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏) ≤ 𝟏𝟏

𝟐𝟐
�𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟑𝟑+√𝟕𝟕�𝟖𝟖 + 𝟑𝟑√𝟕𝟕� + 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟑𝟑+√𝟕𝟕 𝟐𝟐�.   



 
 

     Решение:      Преобразуем правую часть: 
1
2
�log3+√7�8 + 3√7� + log3+√7 2� =

1
2

(log3+√7�16 + 6√7�) = 

= 1
2

log3+√7�3 + √7�
2

= 1.         Нер-во примет вид: 
 log17−x2(56 − x2 + 10x) ≤ 1;  
 log17−x2(56 − x2 + 10x) − log17−x2(17 − x2) ≤ 0; 
ОДЗ:  1). 56 − x2 + 10x > 0;  ⟹   x ∈ (−4; 14) 
2). 17 − x2 > 0;   ⟹    x ∈ (−√17;√17)  
3). 17 − x2 ≠ 1;    ⟹    x ≠ ±4.                      
Таким образом, ОДЗ: x ∈ (−4; 4) ∪ (4;√17).   
 Сделаем замену и получим: 
(17 − x2 − 1)( 56 − x2 + 10x − 17 + x2) ≤ 0 
(4 − x)(4+ x)(10x +39) ≤ 0;                    −            +              −               + 
(x − 4)(x + 4)(10x + 39) ≥ 0                        -4         -3,9              4  
С учетом ОДЗ получаем         Ответ: 𝐱𝐱 ∈ (−𝟒𝟒;−𝟑𝟑,𝟗𝟗] ∪ �𝟒𝟒;√𝟏𝟏𝟏𝟏� 
 
 
20) 𝟏𝟏𝟏𝟏𝐱𝐱

𝟐𝟐�𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐𝟐𝟐(𝐱𝐱+𝟏𝟏)𝟐𝟐� 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟑𝟑(𝐱𝐱+𝟐𝟐)
≤ (𝟏𝟏𝟏𝟏∙𝟑𝟑𝐱𝐱)𝐱𝐱

𝟗𝟗�𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟐𝟐𝟐𝟐(𝐱𝐱+𝟏𝟏)𝟐𝟐� 𝐥𝐥𝐥𝐥𝐠𝐠𝟑𝟑(𝐱𝐱+𝟐𝟐)
.                 Решение:      

 

Разделим обе части нер-ва на 5𝑥𝑥:          2𝑥𝑥−1

�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙22(𝑥𝑥+1)2� 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙3(𝑥𝑥+2)
≤ 3𝑥𝑥

2+𝑥𝑥−2

�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙22(𝑥𝑥+1)2� 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙3(𝑥𝑥+2)
. 

 
3𝑥𝑥

2+𝑥𝑥−2−2𝑥𝑥−1

�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙22(𝑥𝑥+1)2� 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙3(𝑥𝑥+2)
≥ 0;              3

(𝑥𝑥−1)(𝑥𝑥+2)−3(𝑥𝑥−1) 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙3 2

�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙22(𝑥𝑥+1)2� 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙3(𝑥𝑥+2)
≥ 0; 

 

Решение будем искать при условиях  �

𝑥𝑥 + 1 ≠ 0
(𝑥𝑥 + 1)2 ≠ 1
𝑥𝑥 + 2 > 0
𝑥𝑥 + 2 ≠ 1

 , откуда �
𝑥𝑥 ≠ −1
𝑥𝑥 ≠ 0
𝑥𝑥 > −2.

  

При этих условиях получаем неравенство: 
(x−1)(x+2)−(x−1) log3 2

(x+2)−1
≥ 0;             (x−1)(x+2−log3 2)

x+1
≥ 0;  

Получаем: 
log3 2 − 2 ≤ x ≤ −1 ,    x ≥ 1                    Ответ: 𝐱𝐱 ∈ [𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝐥𝟑𝟑 𝟐𝟐 − 𝟐𝟐;−𝟏𝟏) ∪  [𝟏𝟏; +∞). 
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